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Resumen

La relevancia de aplicar lo aprendido en matemé-
ticas a situaciones cotidianas en el aprendizaje de alumnos
nos ha llevado a desarrollar un experimento sobre la
ensefianza de la funcidn logaritmica mediante tareas de
modelizacion. A partir de este experimento, pretendemos
caracterizar las actividades de alumnos de 12° curso, en la
realizacion de tareas de modelizacidn relativas a temas de
funciones logaritmicas utilizando una calculadora grdfica., a su
vez, identificar las dificultades que pueden presentar al resol-
verlas, Al adoptar un enfoque cualitativo e interpretativo, se
recogieron datos a través de los registros escritos del alum-
nado mientras resolvian las tareas propuestas utilizando la
calculadora gréfica. Los resuftados indican que las tareas
de modelizacién promovieron el trabajo en grupo y su
interés y participacion en clase. Durante la exploracion de
las tareas, el alumnado realizd las actividades que se derivan
de la realizacién de las fases de modelizaciéon como son la
comprension del enunciado de la tarea, la organizacion vy el
andlisis de los datos, la construccidn y validacién del modelo
que mejor se ajusta a los datos y la exploracion del modelo,
ya sea en la introduccion de la funcidn logaritmica y su
derivada o en la consolidacién de los conocimientos adqui-
ridos. En estas actividades, algunos alumnos presentaron
dificultades en cuanto a las propiedades y caracteristicas de
la funcion logartmica y su representacion gréfica y simbdlica.
Las fases del ciclo de modelizacién también dificultaron el
uso de la calculadora gréfica por parte de alumnos, concre-
tamente en la realizacién de regresiones estadisticas y en la
configuracién de la ventana de visualizacion.

Descriptores: Matematicas, funciones logarftmicas,
aprendizaje, modelizacién matemdtica.

Abstract

The relevance that the application of what is
learned in Mathematics to everyday situations has in student
learning has led us to develop an experiment on teaching
the logarithmic function using modelling tasks. Based on
this experiment, we intend to characterize the activities
of 12th-grade students in the performance of modelling
tasks concerning topics of logarithmic functions and identify
the difficulties they may present while solving these tasks
using a graphing calculator. When adopting a qualitative
and interpretative approach, data were collected through
students’ written records while solving the proposed tasks
using the graphing calculator. The results indicate that the
students show that the modelling tasks promoted group
work and their interest and participation in class. During
the exploration of the tasks, students performed activities
that result from the accomplishment of modelling phases
such as understanding the statement of the task, organizing
and analyzing data, building and validating the model that
best fits the data, and exploring the model, either in the
introduction of the logarithmic function and its derivative
or in the consolidation of the acquired knowledge. In such
activities, some students presented difficulties regarding the
properties and characteristics of the logarithmic function
and its graphic and symbolic representation. The phases
of the modelling cycle also made it difficult for students to
use the graphing calculator; namely in performing statistical
regressions and setting the visualization window.

Keywords: Mathematics, logarithmic functions, lear-
ning, mathematical modelling.
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1 Introduccion

Al racionalizar las actividades de aprendizaje de
los temas matemadticos, las caracteristicas de las
tareas exploradas adquieren relevancia al desa-
fiar a los y las estudiantes a comprometerse y
reflexionar sobre lo que hacen en estas activi-
dades (Tekkumru-Kisa, 2020). Estas caracteris-
ticas distinguen las tareas en cuanto al grado de
desafio, alto o bajo, y al grado de estructuracion,
abierta o cerrada (Ponte, 2005). Entre las tareas
comunmente trabajadas en las clases de matema-
ticas, podemos destacar los ejercicios (bajo nivel
de desafio y estructura cerrada), los problemas
(alto nivel de desafio y estructura cerrada) y las
tareas de investigacién (alto nivel de desafio y
estructura abierta). Integradas en estas tipolo-
gias se encuentran las tareas de modelizacion, en
forma de problemas o investigaciones, depen-
diendo del grado de estructura de su enuncia-
do. La actividad resultante de la resolucién de
este tipo de tareas se denomina modelizacién
matemadtica, que actualmente forma parte de
los curriculos de matemadticas de varios paises
(Chong et al, 2019; Hoe y Dawn, 2015). En
Portugal, forma parte del perfil de los alumnos
que salen de la ensefianza obligatoria (Ministério
da Educa¢do, 2017). Dawn (2018) y Stillman et
al. (2017) sostienen que la modelizaciéon debe
formar parte de las actividades realizadas en la
escuela en el aprendizaje de las ciencias.

En cuanto a la asignatura de Matematicas,
el Programa para la Evaluaciéon Internacional de
Alumnos (PISA: Programme for International
Student Assessment) contempla la definicién de
actividades de alfabetizacién matematica relacio-
nadas con la modelizacion:

La alfabetizacién matemdtica es la capacidad
de un individuo para formular, aplicar e inter-
pretar las matemadticas en una variedad de

contextos. Incluye el razonamiento matematico
y el uso de conceptos, procesos, hechos y herra-
mientas matemdticas para describir, explicar y
predecir fenémenos. (OECD, 2019, p. 75)

Hay varios autores (por ejemplo, Shahbari
y Tabach, 2020; Viseu y Rocha, 2020) y obras
de referencia (por ejemplo, NCTM, 2000) que
defienden la contribucién de la modelizacién
matemadtica en el desarrollo de habilidades criticas
para el compromiso del alumnado en sus acti-
vidades futuras (Reys-Cabrera, 2022). El NCTM
(2000) recomienda que los alumnos experimen-
ten con la modelizacién matemadtica de problemas
del mundo real, tanto sociales como fisicos, a lo
largo de su escolaridad, y esta practica deberia
estar mds presente en los dltimos cursos.

Un tema favorito de las matemdticas para
modelar fenémenos son las funciones (Viseu
y Rocha, 2020). Desde la escuela primaria, los
y las estudiantes trabajan con relaciones entre
cantidades, como la proporcionalidad entre can-
tidades, a través de, por ejemplo, un problema
que involucra la velocidad de los automdviles,
o funciones cuadrdticas, a través de problemas
de optimizacion de dreas de figuras geométricas
(Rocha, 2019). En el bachillerato se introducen
conceptos matematicos de gran alcance, como la
derivacién, que permite describir y comprender
funciones mds complejas. De estas funciones,
tenemos las funciones logaritmicas introduci-
das en el 12° grado' de secundaria. Numerosos
fenémenos cotidianos pueden modelizarse
mediante estas funciones, como el crecimiento
de una poblacién bacteriana o la magnitud de
un terremoto. Enfrentarse a un problema de
modelizacién matematica es esencial para com-
prender y estructurar las matemadticas presentes
en el problema. En la resolucién de algunas de
estas tareas, las funciones son esenciales para
representar y resolver problemas de la vida real

1 El sistema educativo portugués incluye 12 afos de escolarizacién hasta la ensefianza superior. Los nueve primeros corresponden a la
Educacion Basica (EB) y los tres Ultimos a la Educacion Secundaria (ES). La EB consta de tres ciclos de ensefianza: 10s cuatro primeros anos
(con un solo profesor], los dos segundos y los tres terceros. En los tres anos de la ES, en los que se empieza a orientar a los alumnos hacia
un grupo de cursos de educacion superior, el curriculo de matematicas varia en funcion de si se siguen cursos de ciencias, humanidades,

artes o tecnologia.

Alteridad. 17(2), 224-243



<

(Sawalha, 2018), como ocurre con las funcio-
nes logaritmicas que se traducen en numerosas
situaciones cotidianas. Segin Kastberg (2002) y
Weber (2002), los y las estudiantes tienen difi-
cultades para comprender y representar las fun-
ciones logaritmicas porque la exploracién de las
funciones logaritmicas se limita principalmente
a los aspectos teéricos. Ademds, la escritura sim-
bodlica de los logaritmos., en consecuencia, de
las funciones logaritmicas tiende a perturbar su
comprension (Mulqueeny, 2012). La ensefianza
de estas funciones a través de problemas y situa-
ciones de la vida real puede mejorar la compren-
sién de los alumnos de sus temas de estudio. Por
lo tanto, es fundamental realizar estudios que
profundicen los conocimientos potenciando esta
comprensién (Viseu y Rocha, 2020).

Para ello, la tecnologia es primordial para
identificar y visualizar el modelo que mejor se
ajusta al contexto del problema en estudio. La
calculadora grafica es indispensable para con-
ceptualizar y comprender las diferentes repre-
sentaciones de una funcién (Viseu y Menezes,
2014; Viseu et al, 2020). La relevancia de este
dispositivo diddctico aumenta al permitir conec-
tar las representaciones analiticas y graficas de
los conceptos de funciones logaritmicas y con-
jeturar resultados. En la realizacién de las tareas
de modelizacién en el aprendizaje de los temas
de las funciones logaritmicas en estudio, la cal-
culadora grafica es un material didactico que
proporciona al alumnado el uso de tablas, la edi-
ci6én de gréficos y la exploracién de las curvas de
regresion que mejor se ajustan a los datos resul-
tantes de las tareas propuestas en clase (Viseu y
Menezes, 2014).

La combinacién de la resolucién de tareas
de modelizacién matematica utilizando la calcu-
ladora gréfica pone de manifiesto la valoracion
de la aplicacién de lo que el alumno aprende en
la resolucién de situaciones problemadticas de la
realidad, su implicacién en las actividades que
se proponen en la clase de matematicas y dar
sentido a lo que aprende (Viseu y Rocha, 2020).
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A partir de estos supuestos, este trabajo
tiene como objetivo caracterizar las actividades
que los alumnos de 12°¢ grado realizan con las
tareas de modelizacién matemdtica en el apren-
dizaje de las funciones logaritmicas e identificar
las dificultades que tienen en esta resolucidn,
utilizando la calculadora grafica.

1.1 Modelizacion matematica

En los udltimos anos, el uso de modelos mate-
madticos en la ensenanza y aprendizaje de mate-
rias cientificas ha sido objeto de varios estudios
(Anhalt et al., 2018; Stillmann et al., 2017). Las
conexiones entre las matemadticas y el mundo
natural condicionan la ensenanza y el aprendi-
zaje de las matematicas (Barbosa, 2006, 2009;
Blum, 2002). Dentro de la investigacion, ha lla-
mado la atencién el impacto de la modelizacién
matematica en la ensefianza en todos los grados
(Stillman et al, 2007). Es fundamental analizar
en la literatura cémo el modelado matematico
apoya el desarrollo de habilidades en la educacion
de los alumnos (Kaiser y Sriraman, 2006; Kaiser y
Maaf, 2007; Karawitz y Schukajlow, 2018). El pri-
mer impase a superar es definir la modelizacién
matemdtica, distinguiéndola de la matemadtica
aplicada. Segiin Blum (2002), Blum et al. (2007)
y Stillman et al. (2007), las matematicas aplicadas
se centran en el uso de herramientas matematicas
en una situacién determinada del mundo real. La
modelizacién matemadtica se centra, a su vez, en
la identificacién y el desarrollo de herramientas
matemdticas que ayuden a resolver ese problema
(Verschaffel, 2000). La modelizacién matematica
es un proceso de resolucion de problemas del con-
texto real (Carreira y Blum, 2021).

La intencién de la modelizacién mate-
madtica puede interpretarse de diversas maneras.
Algunos autores la interpretan como un vector de
motivacién para introducir, desarrollar y consoli-
dar el conocimiento y el aprendizaje matematico
(Barbosa, 2009). Otros lo interpretan como un
enfoque puramente educativo para desarrollar la
capacidad de los alumnos de resolver problemas
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concretos (Galbraith y Stillman, 2006). Aunque
se trata de interpretaciones diferentes, no estin
disociadas. Al abordar un problema de modeli-
zacién matemdtica centrdandose en los procesos
de resolucién, se pueden alcanzar los objeti-
vos de aprendizaje de determinados contenidos
(Barbosa, 2009; Galbraith y Stillman, 2006).

La resoluciéon de un problema de modeli-
zacién matemadtica requiere comprender e inter-
pretar el contexto de la situacién estudiada e
identificar los principales aspectos del problema.
Para ello, se pueden recoger datos y describir y
comprender las relaciones y los patrones entre las
cantidades para traducir esta informacion al len-
guaje matematico (Blum, 2002). Esta estructura
matemdtica se denomina modelo matematico
(Blum, 2002; Lesh y Fennewwald, 2010). El desa-
rrollo de un modelo puede realizarse a través de
diversas representaciones para abarcar el posible
potencial de respuestas a una situacién determi-
nada (Lesh y Fennewwald, 2010).

Asi, los modelos recorren diferentes
dimensiones, de lo concreto a lo abstracto, de lo
especifico a lo general, de lo global a lo analitico,
de lo simple a lo complejo, de lo situacional a lo
descontextualizado y de lo intuitivo a lo formal
(Lesh y Fennewwald, 2010). La aplicacién de un
modelo matematico para estudiar un problema
prevé el uso de herramientas y métodos mate-

maticos conocidos para extraer resultados mate-
maticos de ese modelo. A su vez, estos resultados
deben ser interpretados y validados analizando
su relevancia para el contexto y el propoésito
del problema real. Este proceso puede repetirse,
desde cero, en la definicién del modelo, en fun-
cién de su eficacia como solucién al problema
(Blum, 2002; Greefrath, 2019; Stillman et al.,
2007). Este proceso se denomina modelizacion
matemadtica, que se traduce en la identificacién y
definicion de sus fases y transiciones en diversos
diagramas o esquemas. Stillman et al. (2007)
adaptaron un diagrama de Galbraith y Stillman
(2006) para representar el ciclo de modelado
matemadtico, incorporando el razonamiento que
se produce entre las distintas fases (figura 1).

En este diagrama, las letras A-G repre-
sentan las fases del proceso de modelizacion,
y las flechas las transiciones entre las fases: (1)
Comprender, estructurar, simplificar, interpretar
el contexto; (2) Suponer, formular, matematizar;
(3) Desarrollar y explorar matemdticamente;
(4) Interpretar los resultados matematicos; (5)
Comparar, criticar, validar; (6) Comunicar, justi-
ficar (si el modelo se considera satisfactorio); (7)
Volver a pasar por el proceso de modelizacion (si
el modelo se considera insatisfactorio).

Figura 1
El proceso de modelizacién (Stillman et al., 2007)
A. Messy real 1 | B Real 2
world < | world —
situation problem
statement
7

6
G. Report _—I

C. Mathematical mode! ey D. Mathematical
4———  Solution

G F, Real world
meaning of solution

F. Revise model or
Accept solution

A. Situacion desordenada del mundo real. B. Enunciado del problema del mundo real. C. Modelo matematico. D. Solucién
matemética. E. Significado de la solucién en el mundo real. F. Revisar el modelo o Aceptar la solucion. G. Informe.
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Para Borromeo Ferri (2006), no siempre
es de interés para el alumno pasar por todas las
fases del ciclo de modelizacién en el aprendizaje
de contenidos matemdticos, y hay que inten-
tar adaptar este ciclo al contexto del aula. Los
autores identifican, a partir de estudios y datos
empiricos, los aspectos criticos que pueden blo-
quear a los alumnos en una determinada fase.
Estos datos fueron recogidos en el contexto del
aprendizaje de contenidos matemdticos median-
te la modelizacién de problemas y el uso de
herramientas tecnolégicas (Galbraith y Stillman,
2006; Stillman et al., 2007). Del andlisis de estos
datos se desprende que entre las principales
dificultades de estudiantes se encuentran la com-
prension del enunciado y su contexto (Galbraith
y Stillman, 2006; Stillman et al., 2007), la identi-
ficacion de las variables dependientes e indepen-
dientes, la elaboracion del modelo, asi como la
estructura matemadtica del problema real (Dede,
2016; Galbraith y Stillman, 2006; Shahbari y
Tabach, 2020).

1.2 Funciones logaritmicas

Las funciones logaritmicas son esenciales en el
calculo infinitesimal y la modelizacién mate-
madtica porque aparecen asociadas a diversos
fenémenos naturales, como la medicién de la
amplitud de un terremoto en la escala de Richter
(Weber, 2017).

La comprensiéon del concepto de fun-
cién logaritmica se convierte en algo esencial
para preparar al alumnado a enfrentarse a pro-
blemas concretos (Kenney y Kastberg, 2013).
Formalmente, en los programas escolares, la
funcién logaritmica estd definida como la fun-
cién inversa de la funcién exponencial. Mds
concretamente, una funcion logaritmica de base
a se define por y = loga(x), x>0,a>0,a=1,
siendo y = log (x) si y solo si x = a'. De forma
analoga, las funciones exponenciales, la com-
prensiéon de las funciones logaritmicas implica
la capacidad de interpretar la notacién utilizada
(Kenney y Kastberg, 2013; Weber, 2017). En la
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expresion y = log (x), percibir la dualidad entre
el objeto x como elemento del dominio de la
funcién es y cémo el nimero obtenido en la
forma x = @’ es un obstdculo para la mayoria
de los y las estudiantes (Weber, 2002). Dado
que la notacidén log (x) es relativamente atipica
en comparacién con las funciones algébricas,
resulta confuso para la mayorfa de estudiantes
asociar propiedades y caracteristicas especi-
ficas (Kenney y Kastberg, 2013). La falta de
comprensién de la notacién de las funciones
logaritmicas, en concreto de las bases y de las
diferentes nomenclaturas log x, logx e In x,
puede dificultar el aprendizaje de sus propie-
dades algebraicas. El alumnado puede ser capaz
de interpretar funciones lineales, cuadriticas e
incluso exponenciales porque sus expresiones
algebraicas indican en cierto modo cual es el
proceso subyacente. Sin embargo, la notacién
simbodlica de las funciones logaritmicas es mds
compleja y ambigua (Mulqueeny, 2012). Ante
una ecuaciéon logaritmica, los alumnos tien-
den a anular los logaritmos de la misma base
como si fueran funciones polindémicas (Kenney y
Kastberg, 2013). Esto demuestra que los alumnos
tienen dificultades para percibir el papel de las
funciones logaritmicas como funciones inversas
de las funciones exponenciales. Esta dificultad
también se percibe en la representacion gréfica,
ya que coinciden con la representacién gréfica
de las funciones logaritmicas con la de las fun-
ciones exponenciales (Weber, 2017). Un refuerzo
de la dualidad entre una funcién biyectiva y su
inversa a través de, por ejemplo, la raiz cuadrada
y la funcién cuadratica, puede mejorar el apren-
dizaje de las funciones logaritmicas (Kenney y
Kastberg, 2013). Segtin Sawalha (2018), propor-
cionar a los alumnos tareas de modelizaciéon en
el aprendizaje de las funciones exponenciales y
logaritmicas favorece la estructuracién y com-
prension de estos conceptos.

Las recomendaciones actuales para la edu-
cacién matematica apuntan al desarrollo de com-
petencias que los alumnos deben adquirir en su
escolaridad (por ejemplo, NCTM, 2007). Segun
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Niss y Hojgaard (2019), la competencia matema-
tica es la capacidad de responder con prontitud y
perspicacia a cualquier desafio matematico. Los
autores subrayan la diferencia entre la competen-
cia matemadtica y una competencia matematica,
siendo esta tltima la capacidad de responder con
prontitud y perspicacia a un reto matematico
especifico. La competencia matemdtica, por su
parte, es una unién de habilidades matemati-
cas (Niss y Hojgaard, 2019). Para definir estos
subconjuntos de competencias matemadticas, los
autores subrayan que estos deben satisfacer la
plenitud de las actividades matematicas. Una
actividad matemadtica es la accion dirigida a hacer
y responder preguntas en o a través de las mate-
maticas (Niss y Hojgaard, 2019, p. 14). A partir
de estos supuestos, Niss y Hojgaard (2019) defi-
nen cuatro competencias que son esenciales para
participar de manera eficiente en una actividad
matematica: el pensamiento matematico funda-
mental; la elaboracién y resoluciéon de problemas
matematicos; el uso de modelos y la modeliza-
cién matematica; y el razonamiento matemati-
co. El dominio del lenguaje matemdtico, de los
constructos y de las herramientas permite un
mayor rendimiento en la realizacién de activida-
des matematicas, que los autores traducen como
otras competencias, destrezas: el manejo de las
representaciones matematicas; el manejo de los
simbolos y formalismos matemadticos; la comu-
nicacién matemadtica; el manejo de los recursos
materiales y de las herramientas matemadticas. Los
autores subrayan que todas estas competencias
son distintas, pero no estan disociadas.

Por ello, hemos optado por dar especial
relevancia a tres competencias que consideramos
fundamentales en la modelizacién matemdtica:
el tratamiento de los modelos y la modelizacién
matemdtica; el tratamiento de las representacio-
nes matematicas; el tratamiento de los recursos
materiales y las herramientas matematicas. La pri-
mera se centra en la capacidad de construir mode-
los matematicos y de analizar y evaluar modelos
ya definidos, teniendo en cuenta diversos factores
externos como datos, hechos, propiedades y el

contexto de la situacion. La capacidad de articular
las diferentes fases del proceso de modelizacion se
incluye en esta competencia (Stillman et al., 2007).
La competencia en el manejo de diferentes repre-
sentaciones matemadticas consiste en la capacidad
de interpretar y traducir los objetos, fenémenos,
correspondencias y procesos matematicos en una
variedad de representaciones equivalentes, tenien-
do en cuenta las ventajas y limitaciones de cada
una en la realizaciéon de una actividad matematica.
La elaboracidn, el andlisis y la interpretacion de
modelos estdn directamente relacionados con la
manipulacién de representaciones matemadticas
(NCTM, 2000; Shahbari y Tabach, 2020). Por ulti-
mo, la tecnologia es esencial como recurso cons-
tructivo y critico en la realizacién de una actividad
matemdtica. Esta competencia también considera
las ventajas y limitaciones de estas herramientas
para utilizarlas puntualmente en funcién de la
actividad matematica (Niss y Hojgaard, 2019).

2 Metodologia

Este estudio tiene como objetivo caracterizar
las actividades de los alumnos de 12° grado con
tareas de modelizacién matematica en el apren-
dizaje de funciones logaritmicas e identificar las
dificultades que tienen en la resolucién de estas
tareas utilizando la calculadora gréfica. Dichas
dificultades ponen de manifiesto las acciones
cognitivas que el alumnado no realiza adecua-
damente en la resolucién de dichas tareas o que
se traducen en resoluciones erréneas (Heyd-
Metzuyanim, 2013) y en un uso inadecuado de
la calculadora grafica en dicha resolucién. Dados
estos objetivos, uno de los autores realizé una
experiencia docente basada en el uso de tareas
de modelizacién en la ensefianza de temas de
funciones logaritmicas utilizando la calculadora
grafica como parte de sus practicas pedagdgi-
cas en el ultimo curso del master de formacién
del profesorado, que integré en sus estrategias
docentes. Este dispositivo forma parte del mate-
rial didactico que los alumnos de secundaria en
Portugal utilizan en la realizacién de sus activi-
dades. El estudio de las funciones logaritmicas se
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realiza por primera vez en la trayectoria escolar
de los alumnos en el 12° curso. Esta experiencia
de ensefianza ocurrié durante cuatro lecciones
e incluy¢ tareas de modelizacion, de las cuales
seleccionamos tres (Anexos).

Para optimizar el aprendizaje de los alum-
nos en la resoluciéon de las tareas de modeliza-
cion, la experiencia docente desarrollada trazé
estrategias que valoraban la actividad del alumno
mediante un formato de ensefianza exploratoria
(Ponte, 2005). En la primera fase de las lecciones,
se presentaba la tarea a la clase para determinar si
los alumnos entendian el enunciado de la tarea,
los datos y lo que se pretendia determinar. En la
segunda fase, los alumnos realizaron la tarea de
forma auténoma, en par o en grupos. En este
punto de la leccién, el profesor apoyaba a los
alumnos, pero de forma que no interfiriera en
sus estrategias de resolucién. Una vez finalizado
el trabajo auténomo de los alumnos, se recogian
sus resoluciones para que no se modificaran en
funcién de la discusiéon del grupo de clase. En
la pendltima fase, el profesor orquestd esta dis-
cusion con cuidado para gestionar las interven-
ciones de los alumnos y comparar las diferentes
resoluciones. En la tltima fase, a partir de lo que
los alumnos hacian o decian, se institucionaliza-
ban nuevos conceptos o procedimientos produc-
to de la exploracién y discusion de la tarea.

La clase en la que se realizé esta experien-
cia era una clase de Ciencias y Tecnologia de 12°
curso, con 31 alumnos, 14 chicos y 17 chicas de
entre 16 y 18 afios. La clase no tenia alumnos
repitientes y estaba compuesta por estudiantes
que, en su mayoria, consideraban las Matemadticas
y la Fisico-Quimica como sus asignaturas favori-
tas. En cuanto al rendimiento en Matematicas, las
notas de los alumnos al final del curso oscilaron
entre 6 y 20, con una media de aproximadamente
14,4 (DP = 4,21). En cuanto a la resolucién de
tareas de modelizacion, los alumnos ya habian
realizado en cursos anteriores tareas de esta natu-
raleza con el profesor de la clase en el estudio de
funciones polindémicas y funciones racionales.

Dada la naturaleza del objetivo planteado,
se adopt6 un enfoque cualitativo e interpretativo
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para comprender la actividad de los alumnos en la
resolucion de las tareas propuestas en el contexto
del aula (Bogdan y Biklen, 1994). Para ello, se
recogieron datos a través de los registros escritos
que los alumnos produjeron en la resoluciéon de
las tareas propuestas, utilizando la calculadora
grafica para estudiar temas de funciones logarit-
micas antes de su discusion en el grupo de clase.
Dichas tareas se desarrollaron con la intencién
de que, a partir de su resolucién, los alumnos
adquirieran la nocién de logaritmo de un niimero
en una base determinada, realizaran el estudio de
una funcién logaritmica, determinaran la deriva-
da de la funcién logaritmica y sistematizaran el
estudio de la funcién logaritmica.

El andlisis de datos se basé en el andlisis de
contenido de las resoluciones de los alumnos de
las tareas de modelizacién que se les propusieron,
traduciéndose segin los temas que se impartie-
ron: (i) Introduccién al estudio de la funcién
logaritmica; (ii) Introduccién a la derivada de la
funcién logaritmica; y (iii) Sistematizacién del
conocimiento de las funciones logaritmicas. En
cada uno de estos temas se adoptan las fases de
modelizacién consideradas desde el marco teé-
rico: (1) comprension del enunciado de la tarea;
(2) andlisis de datos/construccion y validacion del
modelo; (3) exploracién del modelo. El anlisis de
las resoluciones de los alumnos permite identificar
las actividades que realizaron en cada una de estas
fases de modelizacién y las dificultades que mos-
traron en sus resoluciones. Este andlisis se centra
en las resoluciones realizadas en par en las tareas
de modelizacién relativas a la introduccién de la
funcion logaritmica y su derivada y por grupos en
la tarea de modelizacién relativa al conocimiento
de sistematizacién de las funciones logaritmicas.

3 Resultados

3.1 Introduccion al estudio de la
funcion logaritmica

En la introduccién al estudio de la funcién loga-
ritmica, los alumnos comenzaron resolviendo,
en par, una tarea de modelizacién que implicaba
el conocimiento de la funcién exponencial pre-
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viamente estudiada. La eleccién de esta funcion
como modelo que surge de la resolucion de la
tarea propuesta se debid a la relacion entre la fun-
cién exponencial, con una base real positiva dada
distinta de uno, y su funcién inversa, la funcién
logaritmica con la misma base (tarea., anexos).
En la exploracion de esta tarea, los alumnos indi-
caron que interpretaron lo que la tarea preveia y
les pedia. En las fases de andlisis de datos, cons-
trucciéon del modelo y validacién, los alumnos
pretendian desarrollar un modelo matematico que
representara la situacion de la tarea. Las preguntas
2y 3 de la tarea completan e ilustran estas fases.

Figura 2
Respuestas del Par P3 a los puntos 2 y 3 de la Tarea 1
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a =6.44737762

b =-367.96153
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MSe=181725.785

y=ax+b
(COPY][DRAW)

Asimismo, al definir el mejor modelo
que se ajusta a los datos, los pares P11 y P13 no
recurrieron a la calculadora grafica y definieron
un modelo matematico mediante procesos alge-
braicos a partir de los datos de la tabla. Estos
alumnos reconocieron en los datos una progre-
sién geométrica de razén 2 y término general
2", donde n representa el nimero de procesos de
divisiéon binaria ocurridos, lo que les permiti6

X

definir las siguientes funciones: f(x)=22°,donde x
t

es el tiempo en minutos (P13); N(¢)=22, donde ¢
es el tiempo en minutos (P11). Estos modelos se
corresponden perfectamente con los datos de la
tabla y el proceso de division binaria si se trabaja
con modelos discretos en lugar de continuos.

Los alumnos utilizaron esquemas para organizar
los datos en la calculadora gréfica, identificando
las variables dependiente e independiente. El par
P3 recurrié a esquemas de accién instrumentados
de la calculadora gréfica para obtener un modelo
lineal y representé un esquema de la nube de pun-
tos del nimero de bacterias en funcién del tiem-
po. Aunque en este croquis se observa una curva
exponencial, definieron un modelo lineal. Esto
demuestra que no percibieron bien el papel del
coeficiente de determinacién o que estos alumnos
no intentaron averiguar otros modelos (figura 2).

3. Define 0 modelo matemitico que melhor represente a situagdo, Aproxicnd 0%
valores do modelo ds milésimas. ot o Dot Wi

s t mem

bk 363,962

El par P7 identificé el modelo exponen-
cial como el que mejor se ajustaba, basindose
en el coeficiente de determinacién 7%, pero no
reconocié que ambos modelos mostrados en
la pantalla (y=ae®™ ou y=ab*) representaban el
mismo modelo. Para determinar cudl se ajusta-
ba mejor a los datos, estos alumnos recurrieron
al mend de recursion de la calculadora grafica y
trazaron los dos modelos en funcién den € Nen
una tabla para comparar sus valores.

Algunos alumnos se mostraron criticos
con los modelos obtenidos con la calculadora
grafica e intentaron comprobar los resultados
utilizando otra funcién de la calculadora grafica
(figura 3).
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Figura 3
Respuesta del Par P7 a los puntos 2 y 3 de la Tarea 1
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Al explorar el modelo para responder a los
items restantes, cabe destacar que los pares P11y
P13, definieron con papel y lapiz el mismo modelo

exponencial y=2%, intentaron resolver esta

pregunta de forma analitica. Descompusieron el

numero 8000 en factores primos para resolver
X

la ecuacién 220=8000. Sin embargo, la descom-
posicién obtenida, 2°x 5°, fue un callejon sin
salida para estos alumnos. El Par P13 utiliz6
la calculadora grafica para resolver la ecuacién
graficamente.

La resolucién de las preguntas 5y 6 de la
tarea condujo al proceso inverso subyacente a
la funcién exponencial para determinar el valor
de x resolviendo la ecuacién. La aplicacién de
las propiedades de las funciones inversas, es
decir, la representaciéon grifica de una funcién
comparada con su funcién inversa, permitié
a la calculadora grafica representar la curva
simétrica de la grafica de la funcién exponencial
determinada por la recta de ecuacién y=x. Asi,
se estableci6 la relacién reciproca entre la fun-
cién exponencial y la funcién logaritmica con
la misma base: x=a"—=y=Ilog x, a€IR"\{1}. Para
sistematizar estos conocimientos, los alumnos
resolvieron tareas sobre la nocién de logaritmo
de un ndmero en una base determinada y sobre
el estudio de las funciones logaritmicas.
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3.2 Introduccion a la derivada de la
funcion logaritmica

La introduccién a la derivada de la funcién loga-
ritmica result6 de la resolucion de una tarea de
modelizacién sobre la intensidad del sonido en
decibelios (tarea 2, anexo). A partir de los datos
de la tabla y de la calculadora griéfica, los alumnos
debian identificar el modelo que mejor se ajustaba
a los datos presentados y responder a las pregun-
tas restantes basandose en ese modelo. Esta tarea
se resolvi en parejas, y las conclusiones se discu-
tieron y analizaron en el grupo de clase.

La interpretaciéon del enunciado de la
tarea no suscité ninguna duda en los alumnos;
ninguna pareja cuestioné el significado de la
expresion escala lineal contenida en la pregunta.
La mayoria de las parejas no encontr6 dificul-
tad en comprobar la veracidad del enunciado
de Bell, reconociendo que, para que los datos
verifiquen una escala lineal, debe existir una
relaciéon de proporcionalidad directa entre ellos,
como ilustra la afirmacién de P1: El enunciado es
verdadero, dado que no es posible verificar una
relaciéon de proporcionalidad directa entre las
dos variables presentes en la tabla.

Aunque los alumnos ya habian realizado
una actividad de modelizacién matemadtica, la
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nociéon de modelo matemadtico no estaba clara
para todos, asi como el uso de la calculadora gra-
fica para determinar este modelo. Ocho parejas
de alumnos (de quince) identificaron correcta-
mente el papel de cada variable en la situacion
de la tarea, organizaron correctamente los datos
en la calculadora grafica y encontraron que el
modelo logaritmico era el que mejor se ajusta-
ba a los datos. Algunos alumnos no pudieron
encontrar el modelo correcto porque invirtieron
las variables o las listas en la tabla del mend de
estadistica. Por defecto, la lista 1 se asigna a la
variable independiente x y la lista 2 a la variable

Figura 4
Respuesta del par P13 a la Tarea 2

dependiente y. En el caso de esta tarea, la primera
columna de la tabla de datos corresponde a la
variable dependiente y la segunda a la variable
independiente. Al invertir el papel de las varia-
bles, estos alumnos obtuvieron de forma natural
un modelo exponencial. Sin embargo, otros
alumnos no reconocieron el papel de las canti-
dades en juego y representaron graficamente la
nube de puntos de la relacion . en funcién de la

. . Iy .
intensidad sonora en dB, lo que indujo un mode-

lo exponencial, como ejemplifica la respuesta
dada por el par P13 (figura 4).
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En cuanto a la exploraciéon del modelo, a
las parejas que definieron un modelo exponencial
les resulté dificil responder a los items restantes.
En el item 3, con el modelo exponencial, hay que
calcular la variacion en el intervalo [1010;1030].
Sin embargo, la calculadora gréfica no permite
realizar este tipo de calculo. Esto indica que estos
estudiantes se enfrentaron a algunas limitaciones
de la calculadora griéfica.

Ademads de las limitaciones técnicas, tam-
bién se observan limitaciones debidas a ciertos
conceptos matemdticos, como la definicién de
tasa de variacién instantdnea en un punto. En
cuanto al apartado 4, al no haberse introducido

aun la primera derivada de las funciones logarit-
micas, los alumnos no tuvieron la posibilidad de
resolverlo analiticamente. Cinco pares de alumnos
reconocieron que podian utilizar la calculadora
gréfica para determinar la tasa de variacion ins-
tantanea del modelo en el punto de abscisa 15,
como revela la respuesta del par P1: Utilizando la
derivada de la funcién logaritmica (en la grafica
de mi calculadora) es posible determinar la tasa de
variacion instantdnea de la intensidad del sonido
cuando L = 15.1a respuesta de este par de alum-
0
nos sirvié de lema para la introduccién de la deri-
vada de la funcién logaritmica que modeliz6 la
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situacion de la tarea mediante la definicion formal
de la primera derivada de una funcién: f (IL) =1,03
0

I . ., .,
x 1074 + 4,3429 In (1—> A continuacién, se definié la
0

primera derivada de cualquier funcién logaritmi-
ca de base mediante las propiedades algebraicas
de los logaritmos y las correspondientes reglas de
derivacion.

3.3 Sistematizacion del conocimien-
to de funciones logaritmicas

Tras la introduccién de la funcién logaritmo y su
derivada, con dos tareas de modelizacién en las

Figura 5
Respuesta del grupo G2 apartado 1 de la Tarea 3
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dos primeras lecciones, se procedi6 a la aplicacion
de los conocimientos adquiridos en el estudio de
la funcién logaritmo mediante la resolucién de
tareas, como ejemplifica la tarea 3 sobre El pH de
una sustancia, en grupos de 3 o 4 alumnos. Todos
los y las estudiantes determinaron un modelo
logaritmico como el que mejor se ajusta a los
datos de la tabla. Sin embargo, solo la mitad de los
grupos determiné el mejor modelo logaritmico,
como ilustra la respuesta del grupo G2 (figura 5).

YT

% g = Canuminacio  da anhf
mwgh Y = pH

I

g0z y.= = 4,6 x40 ¢ (20,434 x S X) =

,Ln%c.,a crooalo. sacdurmaiuce i tnalhoy knoduz e pH
ko Qumnede £ O GuMLSs .Qo%o:d;k\mmu. e

Los grupos que respondieron incorrecta-
mente determinaron un modelo logaritmico que
no corresponde al que mejor se ajusta a los datos
del enunciado. Probablemente estos grupos se
equivocaron al definir y organizar los datos en
la calculadora gréfica. Uno de estos grupos, el
grupo G6, determiné los coeficientes correctos
del modelo logaritmico esperado, pero le result6
dificil traducir estos valores al modelo que suge-
ria la calculadora gréfica. Al leer los coeficientes
del modelo logaritmico obtenido, estos alumnos
no identificaron que solo el coeficiente b multi-
plicaba el logaritmo neperiano de x.
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4 5 g ' 234 © 2022, Universidad Politécnica Salesiana, Ecuador.

En cuanto al apartado 3, se observa que la
mayoria de los grupos intentaron resolverlo con
métodos exclusivamente analiticos. Sin embargo,
ningtn grupo llegé al resultado esperado porque
los alumnos no determinaron el dominio del
modelo logaritmico del pH, considerando que
solo podia tomar valores entre 0 y 14. Solo un
grupo restringi6é el dominio del modelo loga-
ritmico considerando la situacién de la tarea.
El grupo G4 resolvié previamente la ecuacién
f(x)=0, donde f representa el modelo obtenido,
para determinar el dominio del modelo. Basados
en los datos de la tabla se determiné los valores
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de x por los que una solucién tiene un pH de
tipo dcido. El modelo logaritmico se traduce en
una funcién estrictamente decreciente, lo que
repercutird en el orden de la desigualdad que
traduce el enunciado. Los grupos que respondie-
ron incorrectamente tuvieron dificultades para
resolver la desigualdad y definir el dominio,
como lo demuestra la resolucién del grupo
G8: —4,7410°-0,434Inx<7 =—0,434Inx<7 =I-
nx<—16,13ex<e '°?<x<9,891x1078.

Al resolver esto usando la calculadora gréfi-
ca, hay varias limitaciones, a saber, la definicién de
la ventana de visualizacién. Al graficar el modelo
logaritmico y la recta de ecuacién y = 7 en una
ventana de visualizaciéon adaptada a la situacion
de la tarea, es imposible observar la interseccién
de las dos curvas; dado que los valores son dema-
siado pequefios, incluso ampliando el grafico es
imposible ver la intersecciéon. Estas limitaciones
provienen de las limitadas capacidades tecnold-
gicas de la calculadora grafica para representar
cantidades infinitamente pequenas o grandes. El
hecho de que la solucién no pueda leerse grafica-
mente puede haber perturbado a los alumnos en
el uso de la calculadora grifica en este apartado.

En cuanto al apartado 5, muy pocos gru-
pos tuvieron tiempo de explorarlo. Solo dos

Tabla 1

Tasa de éxito de las actividades de estudiantes en la exploracion de las tareas de modelizacion (%)

grupos respondieron, identificando que una de
las diferencias entre el modelo teérico de pH y el
modelo obtenido a través de la tarea era la base
del logaritmo, siendo un logaritmo decimal para
el modelo tedrico y un logaritmo neperiano para
el modelo, como ilustra la respuesta del grupo
G3: La féormula estdndar de pH se presenta a tra-
vés del logaritmo decimal. En cambio, el modelo
que presentamos se da en funcién del logaritmo
neperiano. En la presentacién a la clase de los
resultados del grupo G3, se recordé el procedi-
miento para cambiar la base de los logaritmos a
cualquier base aER*\{1}, para trabajar con loga-
ritmos de bases iguales. De esta manera, se puede
comparar la exactitud del modelo obtenido con
el modelo tedrico del enunciado.

3.4 Actividades y dificultades expe-
rimentadas por los alumnos

Basandose en el estudio empirico de Stillman
et al. (2007), la tabla 1 ilustra el rendimiento de
estudiantes en la realizacién de actividades cog-
nitivas clave para resolver convenientemente las
tareas de modelado propuestas.

Fases de Comprension del enunciado Analisis de los datos y "z
iy iy Exploracion del modelo
modelizacion de la tarea construccion del modelo
%] ] 17 ] = , .
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S %o £ 2a £ Lo | S5 g ES S8 oo
S £ g 85 > 8¢ 229 92383 25E §58E
ot g9 £ B 3 < g 8§25 &ty §o> ®LE
f- = P S = = .= = O
% 3 2 IS S5 IS o ggg SE @ 538 555
5 = 832 £ 8¢ = 9 <35 8 2035 s CcE
kel I E o > = kel > O gL S O S0 £
2 S - & Zc e85 B3
& 2 e} 3 g 8 E o
Tarea 1
100 % 100 % 100 % 100 % 86,7 % 66,7 % 73,3 % 53 % 100 %
(15 pares)
Tarea 2 o
80 % 93,3 % 60 % 93,3 % 53,3 % 53,3 % 20 % 33,3 % 0%
(15 pares)
Tarea 3
100 % 100 % 100 % 100 % 100 % 50 % 56,25 % 75 % 25 %
(8 grupos)
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El andlisis de la tabla muestra que todo el
alumnado, de alguna manera, realiz6 las activi-
dades cognitivas esperadas mientras exploraban
las tareas. Se identifican algunas habilidades
de modelado, matemadticas y tecnolégicas, que
fueron fundamentales para la exploracion de la
tarea y que estdn en linea con la literatura (Niss
y Hojgaard, 2019). Una de ellas es la interpreta-
cién del enunciado. Los alumnos, en su mayoria,
identificaron, al leer el enunciado, la informa-
cion relevante y la que no lo es, y las variables
dependientes e independientes.

En la elaboracién del modelo, fue primor-
dial colocar y organizar los datos en la calculadora
grafica, saber trabajar con listas, representar la
nube de puntos asociada a los datos y definir la
lista que corresponde a cada variable. Los alum-
nos comprobaron qué modelo se ajustaba mejor
a los puntos que representaban los datos en la
tarea a partir de la nube de puntos. Cabe senalar
que algunos alumnos revelaron dificultades para
organizar los datos en una tabla de acuerdo con la
situacion de la tarea y para saber utilizar y leer las
regresiones disponibles en la calculadora gréfica.

Para la exploracién de las preguntas, era
esencial aplicar los conocimientos mateméticos.
A partir del enunciado, los alumnos tradujeron y
relacionaron la informacién con el modelo obte-
nido. A medida que aumentaba la complejidad
de las tareas, los alumnos mostraban dificultades
para aplicar correctamente estos conocimientos
matemadticos. Reconocer la necesidad de utili-
zar la calculadora grafica para realizar cédlculos,
representar gréficos, resolver ecuaciones y com-
probar resultados se hace inevitable al explorar
este tipo de tareas. También se destaca la nece-
sidad de que los alumnos sepan graficar una
funcién y definir una ventana de visualizacién
adecuada a la situacién, aunque esto puede lle-
var a representaciones confusas cuando se trata
de magnitudes desproporcionadas (Campos et
al., 2015; Consciéncia, 2013). Sin embargo, sin
una base tedrica sélida, los alumnos no pueden
identificar si lo que aparece en la pantalla de la
calculadora gréfica es matematicamente vélido
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y si es coherente con la situacién de la tarea
(Conciencia, 2013).

4 Discusién y conclusiones

Para valorar las acciones de los alumnos, en una
perspectiva de ensenanza exploratoria propicia
para la exploracién de las tareas de modeliza-
cién (Blum y Borromeo Ferri, 2009; Borromeo
Ferri et al., 2017; Ponte, 2005), la actividad del
alumnado se realiz6 en pequefios grupos. Esta
organizaciéon de los alumnos proporcioné las
condiciones para que aprendieran a trabajar en
grupo, desarrollaran la capacidad de comunica-
cién matemadtica y la actitud de ser criticos con
los resultados obtenidos (Rodriguez-Garcia y
Arias-Gago, 2020). Paulatinamente, la participa-
cién de los alumnos en las actividades realizadas
en su grupo v en la clase, el grupo aument6 en
la resolucién de las tareas propuestas, lo que
corrobora los resultados obtenidos por Blum
y Borromeo Ferri (2009) y Sawalha (2018). Tal
participacién indica que se debe a la naturaleza
de las tareas de modelizacién, que instigé a los y
las estudiantes a compartir ideas y estrategias y a
confrontar conocimientos, procesos y resultados.

La implementacion de las tareas de mode-
lizacién matemadtica se basé en el ciclo de mode-
lizacién definido por Stillman et al. (2007),
adaptando las fases de este ciclo a lo que se
pretendia conseguir en las lecciones impartidas
en el estudio de la funcién logaritmica. Con la
ayuda de la calculadora grafica, los alumnos rea-
lizaron las fases de comprensién del enunciado,
andlisis de los datos, construccion y validacién
del modelo y exploraciéon del modelo. Estas fases
permiten caracterizar la secuencia de actividades
que realizan al explorar las tareas propuestas en
el aprendizaje de los temas estudiados.

Después de leer las tareas propuestas, la
mayoria del alumnado puede interpretar los
respectivos enunciados, identificando las varia-
bles independientes y dependientes. Logran esta
identificacion debido al desarrollo de su razona-
miento funcional, una habilidad que se espera
desarrollar al final de los estudios de secundaria
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(Ambrus et al., 2018, Ministerio de Educacién,
2017). Es una habilidad que permite al alum-
nado a establecer relaciones entre los datos que
extraen de la interpretacion de los enunciados de
las tareas y entre los valores de las variables. La
percepcién del comportamiento de los valores de
las variables se hace evidente cuando estos valo-
res se organizan en tablas o graficos de disper-
sion. El significado que se extrae de este analisis
pone de manifiesto la relevancia de la conexion
entre las diferentes representaciones matema-
ticas de los conceptos de funcién (Viseu et al.,
2022). La representacién numérica se articula
con la representacion simbolica (una expresion
algebraica que traduce el modelo), que a su vez
se articula con la representacion gréfica.

Al construir el mejor modelo que se ajusta
a los datos recogidos, los y las estudiantes dan
sentido al modelo matemadtico que obtienen y
a los procedimientos necesarios para realizar
regresiones estadisticas en la calculadora gréfica.
Se trata de un conocimiento de los esquemas de
actuacién instrumentados que se desarrollan al
aprovechar este dispositivo tecnolégico (Teixeira
et al., 2016), que se traduce en la identificacién
de los roles de los parametros que integran los
diferentes modelos que proporciona la calcu-
ladora grafica, el significado del valor del coe-
ficiente de determinacién y la definiciéon de la
ventana de visualizacién.

En cuanto a la exploracién del modelo, el
alumnado sigui6 diferentes estrategias de resolu-
cién, ya sea mediante procesos analiticos o con
la ayuda de la calculadora gréfica. Al explorar
este dispositivo tecnoldgico, el alumnado revel6
inicialmente algunas limitaciones para integrarlo
en sus actividades. Dichas limitaciones se deben
a la falta de familiaridad con su uso, lo que
repercute en la forma en que el profesor los guia:
explorando el menud de estadistica, editando
expresiones algebraicas en el mend de edicion
de funciones y definiendo la ventana de visuali-
zacion. Se percibe en este estudio que las tareas
que no siempre permiten resolver con papel y
lapiz empujan a los y las estudiantes a sentirse
mas familiarizados con la herramienta, lo que

tiene implicaciones en el sentido conceptual que
le dan a los temas en estudio.

La exploracién del ment estadistico de la
calculadora grafica en la resolucién de las tareas
de modelizacién permite determinar el coeficien-
te de determinacidn, que informa de la razonabi-
lidad o no del modelo encontrado para ajustarse
a los datos que resultan de la tarea que se resuel-
ve. El modelo determinado traduce la funcién
que es objeto de estudio por parte del alumnado,
que, en el caso de este trabajo, les dirigi6 a apren-
der la nocién de logaritmo de un nimero en una
base determinada, las funciones logaritmicas y
sus propiedades, asi como la derivada de una
funcién logaritmica. Estos resultados concluyen
que la resolucién de las tareas de modelizacion
se basa en la valorizacién de la comprension
conceptual de los temas objeto de estudio y de
los procedimientos de calculo necesarios para
resolver un problema (Kenney y Kastberg, 2013).
Se trata del desarrollo de habilidades intrinsecas
a la resolucidon de tareas de modelizacion, entre
las que se encuentran la comprensién de dife-
rentes representaciones matematicas, el sentido
de la simbologia matemadtica y la capacidad de
comunicacién matemadtica que, en el mundo
actual, mucho se hace a través de dispositivos
tecnoldgicos (Niss y Hojgaard, 2019).

En cuanto a las dificultades que el alum-
nado manifest6 tener en la resoluciéon de las
tareas de modelizaciéon, la interpretacion del
enunciado resulté ser un reto en la exploracién
del modelo, como sefialan Stillman et al. (2007).
Algunos estudiantes sintieron dificultad para
conectar el contexto de la tarea con el modelo
matematico obtenido, lo que se tradujo en una
dificultad para dar sentido al modelo matemdti-
co con el que estaban trabajando, a las funciones
en general y a sus propiedades.

En cuanto a la definicién del mejor mode-
lo que se ajusta a los datos del enunciado, el
alumnado mostré poca familiaridad con el uso
de las funciones de la calculadora grafica para
organizar los datos, representar nubes de puntos
y preparar regresiones estadisticas. Es primordial
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que conozcan las caracteristicas de la calculadora
gréfica para poder organizar los datos en una
tabla, graficar la nube de puntos asociada, cons-
truir un modelo matemadtico que se ajuste a la
situaciéon de la tarea., en consecuencia, resolver
este tipo de tareas (Blum, 2002; Campos et al.,
2015). Este tipo de actividades se ven reforzadas
por la resolucién de tareas que animan a los y
las estudiantes a recopilar y organizar datos y
a modelar la situaciéon problematica objeto de
estudio desde una perspectiva funcional. Poco a
poco, el alumnado se da cuenta de la utilidad de
lo que aprenden en la escuela para comprender
situaciones y resolver problemas que se encuen-
tran a diario. Se trata de una perspectiva de
ensefianza que promueve el didlogo entre dos
mundos, el real y el matematico, muy distinta de
la perspectiva que empuja a alumnos a reprodu-
cir hechos y procedimientos.

En la fase de exploracién del modelo, algu-
nos alumnos revelaron algunas dificultades en
el uso de la calculadora grafica para superar las
limitaciones de los procesos analiticos especificos.
La definicién de la ventana de visualizacién difi-
cult6 a algunos estudiantes, ya que depende del
dominio del modelo y del contexto de la situacién
de la tarea. Una ventana de visualizaciéon mal
ajustada puede llevar a malinterpretar la repre-
sentacion grafica y convertirse en un obstdculo en
la exploracion de este tipo de tareas (Arcavi, 2003;
Viseu y Menezes, 2014). El uso adecuado de la
calculadora grafica implica intrinsecamente tener
conocimientos matematicos sdlidos para relacio-
nar los conceptos y propiedades de las funciones
con su representacion gréifica y reciprocamente
(Consciéncia, 2013). Para disfrutar plenamente
del potencial de la calculadora, es esencial cono-
cer los conceptos matemadticos y comprender las
notaciones que aparecen en la pantalla (Galbraith
y Stillman, 2006).

En términos generales, se infiere con los
resultados de este estudio que la resolucién de
tareas de modelizacién promueve en alumnos
la adquisicién de conocimientos (en este caso,
de hechos y procedimientos de la funcién loga-
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ritmica) y el desarrollo de habilidades (razona-
miento y resoluciéon de problemas) y actitudes,
incluyendo la autonomda, el pensamiento critico
y la buisqueda de profundizacién cientifica, téc-
nica y tecnoldgica.

En la realizacién de este trabajo surgieron
algunas limitaciones. Una de ellas se debié al
uso de la calculadora grafica. A pesar de que el
alumnado tiene una calculadora grafica desde
el 100 grado, se constaté que desconocian cier-
tas caracteristicas de la calculadora gréfica, en
particular la capacidad de organizar los datos y
realizar regresiones estadisticas a partir de esos
datos. Definir una ventana de visualizacién que
se adapte a la representacion gréfica o a una parte
de ella, dependiendo de los objetivos de la tarea,
resultd ser un reto para el alumnado. Sin una
ventana de visualizacién adecuada, se pueden
extraer conclusiones erréneas sobre las caracte-
risticas de la funcién considerada a partir de la
lectura e interpretacion de la pantalla de la calcu-
ladora grafica. Ademas, los modelos logaritmicos
establecen relaciones entre magnitudes que a
menudo no son razonables en la representacién
grafica. Debido a las limitaciones tecnolégicas de
la calculadora gréfica, en concreto la resoluciéon
de la pantalla (384x216 pixeles), esta no puede
representar partes concretas de la grafica de las
funciones subyacentes a estos modelos.

En consecuencia, la lectura e interpreta-
ci6n de la representacién grafica obtenida con
la calculadora, asi como la resolucion grafica del
problema, se ven perturbadas. Otra limitacién
estaba relacionada con el disenio de las tareas
que implicaban modelos logaritmicos. Fue un
gran reto proponer tareas de modelizaciéon que
se ajustaran a los objetivos de aprendizaje plan-
teados en el plan de estudios y que estuvieran
asociadas a fendmenos naturales significativos.
En particular, el disefio de tareas de modelizacién
de contexto real, centradas en las propiedades
de la situacién problema y no semi-real, centra-
das tnicamente en sus propiedades matematicas
(Ponte y Lent, 2012), result6 ser una tarea ardua
de realizar. Dicha limitacién pone de manifiesto
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la integracién de las tareas de modelizacién en las
estrategias de ensefianza en la formacién de los
futuros profesores de matemdticas, promoviendo
el desarrollo de su conocimiento profesional sobre
las caracteristicas de las tareas que los actuales
programas de ensefianza de las matematicas reco-
miendan integrar en las estrategias de ensenanza.
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Anexos

Tarea 1. El crecimiento de una poblacion de bacterias

Tarea: El crecimiento de una poblacién de bacterias

1. Las bacterias se reproducen asexualmente mediante un proceso llamado division
binaria. La division binaria se produce cuando una bacteria duplica su material genético y
se divide inmediatamente, dando lugar a dos bacterias idénticas a ella. En condiciones
ideales de temperatura y nutrientes, una bacteria tarda aproximadamente veinte minutos
en completar el proceso de division.

2. Completa la siguiente tabla.

Tiempo (minutos) ]0
Nimero de bacterias |1

3. Utilizando la calculadora grafica, grafica la nube de puntos del nimero de bacterias

en funcién del tiempo t.

4. Define el modelo matematico que mejor represente la situacion.

5. Después de un dia, ;cuéntas bacterias componen la poblacién?

6. ¢Cuanto tiempo tarda la poblacién en alcanzar las 8000 bacterias?

7. Dado que el nimero de células bacterianas en el cuerpo humano es de
aproximadamente 40 X 1012, ;cuanto tiempo tardara la poblacién de bacterias en
alcanzar este valor?

Tarea 2. ;Qué es un decibelio?

- —
Tarea: ;Qué es un decibelio? En sus primeros estudios sobre acustica, Bell, inventor
del teléfono, se dio cuenta de que la variacién del sonido que el oido humano puede
sentir no sigue una escala lineal. Si duplicamos la amplitud de la sefial, nuestro oido no
capta esta transformacion. Basandose en sus experimentos, Bell decidié utilizar una
escala logaritmica para representar la amplificacién o atenuacién de un sistema para
cuantificar la reduccién a nivel acustico en un cable telefénico estandar de 1 milla de
longitud. Bell cre6 la unidad de medida TU (Transmission Unit). Esta unidad de medida
pasé a llamarse Bel. Con la practica, se vio que la unidad era demasiado grande y se
decidi6 dividir la unidad Bel en diez, creando asi el Decibelio (dB).

Fuente Sonora Intensidad Relacién entre la i idade sonora
Sonora (dB) percibida / y el umbral audibilidad lo
Murmulio 10 10
Conversacién normal 20 100
|Habi!acl6n TraEuila 25 3162
Biblioteca 30 1000
|Via residencial 40 10000
Lavavajilla 45 31622,8
Oficina 50 1000000
Sala de Aula 55 316 227.8
Motor de un carro 70 1000000
Aspiradora 65 31622777
Trénsito congestionado 70 10000000
Cantina escolar 80 100000000

1. A partir de los valores de la tabla, comente la afirmacién: "Bell se dio cuenta de que
la variacion del sonido que puede sentir el oido humano no sigue una escala lineal".

2. Utilizando una calculadora gréfica, represente graficamente la nube de puntos de
intensidad sonora (dB) en funcién de la relacion I/lo. ¢{Qué modelo matematico
representa mejor esta situacion?

3. Con respecto al modelo que has definido, compara la variacién de la intensidad
sonora en los intervalos [10; 30] y [1010; 1030].

4. Determine la tasa de variacion instantdnea de la intensidad sonora para I/lo = 15

5. Determine la tasa de variacion instantanea de la intensidad sonora en funcién de la
relacion I/lo

6. Describa el comportamiento de la variacién de la funcién que modela la situacion
en estudio, indicando dénde se acentua este crecimiento.
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Tarea 3. El pH de una sustancia

Tarea. El pH de una sustancia. La acidez de una sustancia se mide por la concentracion
(en moles por litro) de iones de hidrégeno (H+) en la sustancia. La forma estandar de describir
esta concentracion es definir el pH (potencial de hidrégeno) de una sustancia, que indica si
una sustancia es acida, neutra o basica. La escala de pH va de 0 a 14 a una temperatura de
25°C. Si el valor del pH es igual a 7, el medio de la sustancia es neutro, pero si el pH es
inferior a 7, es acido, y si es superior a 7, basico La siguiente tabla muestra las
concentraciones de iones H+ y los respectivos valores de pH de las sustancias presentes en
nuestra vida cotidiana.

Substancias Concentragdo de ides H * PH
iZumo de limén 3.981 x 103 24
Vinagre 1.2589 x 103 29
Zumo de manzana 3.1623 X 10+ 35
Cerveza 3.1623 X 105 4.5
Café 1.0 X 105 5.0
Té 3.1623 X 106 55
Leche 3.1623 X 107 6.5
Agua pura 1.0 X 107 7.0
Sangre 3.981 X 108 7.4
Agua potable 1.0 X 108 8.0
Jabén de Manos 6.3096 x10-1° 9.2
/Amoniaco casero 3.1623 x10-12 11.5
Agua del baio 3.1623 x10-13 12.5

1. A partir del andlisis de los datos presentados en la tabla, ¢ qué modelo crees que traduce mejor el pH
de cualquier sustancia en funcién de su concentracién de iones? Utilizando la calculadora gréfica,
comprueba si el modelo idealizado traduce esa representacién.

2. Tomando como referencia el modelo que has definido, determina la concentracién de iones H* de un
zumo de uva cuyo valor de pH es 3,2.

3. ¢Qué valores expresan las concentraciones de iones H* para que el medio de una sustancia sea acido?

4. A partir de la grafica de tu modelo, puedes ver que la funcién representada es estrictamente
decreciente en su dominio de validez y que su gréfica tiene una concavidad hacia arriba.

5. Formalmente, el pH viene dado por pH = - log[H*]. {Cudl es la diferencia entre el modelo que has
establecido y este modelo formal de pH?
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